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Аналитически и численно показано, что вблизи оптической оси или в центре картины ди-
фракции Фраунгофера в области, примерно равной диску Эйри, при дифракции плоской 
волны на трех- и четырехуровневых спиральных фазовых пластинках (СФП) с треугольной 
и квадратной апертурами формируется оптический вихрь с топологическим зарядом 1. Со-
ставные СФП, набранные из 6 или 4 таких трех- и четырехуровневых СФП, могут форми-
ровать оптические вихри с топологическим зарядом 2 и 4. 

1 Введение 

В последнее время возрос интерес исследовате-
лей к оптическим вихрям (optical vortices). Оптиче-
ский вихрь (ОВ) – это когерентное световое поле, в 
поперечном сечении которого имеется изолирован-
ный ноль (или несколько нулей) интенсивности, а 
фаза при обходе такой нулевой точки приобретает 
набег, кратный2π . Появилось много работ, иссле-
дующих распространение оптических вихрей – со-
литонов в нелинейных средах [1-4]. В [1] численно 
исследуются ОВ – солитоны, формирующиеся в не-
линейной среде лазерного резонатора. Сингулярные 
пучки – эллиптиконы, которые описываются функ-
циями Айнса-Гаусса и которые могут быть сформи-
рованы в нелокальной нелинейной среде, исследу-
ются в [2]. В [3] экспериментально изучались ОВ с 
радиальной и азимутальной поляризациями, кото-
рые формируются в самофокусирующей среде с 
керровской нелинейностью. Оптические вихри мо-
гут быть сформированы также сложением несколь-
ких волн в нелинейной среде, внутри которой синте-
зирован спиральный фотонный кристалл [4]. В [5] 
описывается золотое зеркало – голограмма, которое 
изготавливалось по технологии лазерного травления 
с помощью фемтосекундного сапфирового лазера с 
длинной волны 800 нм и которое использовалось 
для формирования ОВ из фемтосекундных мощных 
лазерных импульсов. В [6, 7] с помощью лазерных 
интерферометров исследовались фазовое распреде-
ление [6] и угловой орбитальный момент [7] ОВ, 
порожденных пучком Лагерра – Гаусса (ЛГ). В [8, 9] 
описываются новые семейства лазерных пучков, об-
ладающих цилиндрической симметрией и несущих 
угловой орбитальный момент: круговые частичные 
пучки [8] и гипергеометрические лазерные пучки 
[9]. Эти лазерные пучки также являются примерами 
ОВ. В [10] численно показано, что ОВ, сформиро-
ванный лазерной модой ЛГ, распространяясь в тур-
булентной атмосфере (турбулентность выбиралась 
Колмогоровского типа), сохраняет свой топологиче-
ский заряд на большом расстоянии: на расстоянии 
4 км, если топологический заряд 1n =  и на 2 км, ес-
ли 5n = . В [11] описана субапертурная адаптивная 
оптическая система, которая предназначена для 

наблюдения объектов через турбулентную атмосфе-
ру. Каждая субапертура используется для локальной 
компенсации искажений волнового фронта. Если 
вместо приемной субапертуры использовать адап-
тивное зеркало, вносящее локальную фазовую за-
держку, то можно с помощью небольшого числа 
субапертурных адаптивных зеркал сформировать 
ОВ, и передавать с его помощью информацию через 
турбулентную атмосферу. В [12] исследуются све-
товые поля, сформированные несколькими, разне-
сенными в пространстве ОВ, каждый из которых со-
здается модой ЛГ. В [13, 14] рассматривалась мно-
гоуровневая спиральная фазовая пластинка (СФП), с 
помощью которой также можно формировать ОВ. 
Многоуровневая СФП в [14] имела апертуру в виде 
правильного многоугольника, и было показано, что 
при любом числе стороно многоугольника вблизи 
оптической оси будет формироваться ОВ с фазовой 
сингулярностью (или дислокацией волнового фрон-
та). 

В этой работе, продолжая [14], мы на конкрет-
ных примерах покажем, как с помощью всего трех- 
или четырехуровневых СФП, ограниченных пра-
вильными треугольником или четырехугольником, 
можно сформировать ОВ с топологическим зарядом 

1,2,4n = . Кроме того, мы покажем, что ОВ с 1n =  
можно сформировать также с помощью трех круг-
лых субапертур, вносящих фазовые задержки 0 , 
2 3π  и 4 3π . С помощью таких простых оптиче-
ских элементов, совмещенных с динамическими 
адаптивными устройствами [11], можно передавать 
информацию на большое расстояние, даже в при-
сутствии атмосферной турбулентности [10]. 

2. Малоуровневые СФП 

2.1 Треугольная СФП с тремя уровнями фазы 

На рис.1а схематично показана многоуровневая 
СПФ с аппретурой в виде правильного многоугольника. 
В [14] приведена формула (уравнение (2) в [14]), кото-
рая выражает комплексную амплитуду в плоскости 
Фурье-спектра как сумму 3P  слагаемых, каждое из ко-
торых связано с одной из сторон равных треугольников, 
на которые разделена вся апертура многоуровневой 
СФП, ограниченной правильным P -угольником.  
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a   б   в  

Рис.1 Схема многоуровневой СФП с полиномиальной апертурой (а), интенсивность (б) и фаза (в) картины дифракции 
Фраунгофера для непрерывной СФП с топологическим зарядом n=6 

Приведем здесь эту формулу для удобства: 
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где p pnϕΨ = , ( )2p P pϕ π= , 0, 1p P= − , p p P

πα ϕ θ= − − , 3P ≥ . 

 
На рисунках 1б и 1в для примера показаны ин-

тенсивность и фаза картины дифракции Фраунго-
фера плоской волны на непрерывной СФП (когда 
P в (1) стремится к бесконечности) с топологиче-
ским зарядом 6n = . Далее мы будем рассматри-
вать СФП с малым числом уровней фазы и огра-
ниченные диафрагмами в виде многоугольников. 
На рис. 2а показан вид СФП, ограниченной пра-
вильным треугольником, площадь которого раз-

делена на три равных треугольника с постоянны-
ми фазами 0 , 2 3π  и 4 3π . Правильный тре-
угольник можно вписать в окружность радиуса 
R . Тогда три вершины треугольника будут иметь 

полярные координаты ( ), 3R π− , ( ), 3R π  и 

( ),R π . При 3P =  для СФП с номером n=1 из 

формулы (1) можно получить: 
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 (2) 

где ( ),ρ θ  - полярные координаты Фурье-плоскости, 

k - волновое число света, f - фокусное расстояние 
сферической Фурье-линзы. Из уравнения (2) следу-
ет, что при 0ρ →  вблизи оптической оси сформи-

руется ОВ: 

( ) ( )
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48
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Выражение (3) можно также получить из урав-
нения (3) в [14], положив P=3 и n=1. 

На рис. 2б показана рассчитанная интенсив-

ность ( ) ( ) 2
1 1, ,I Eρ θ ρ θ=  в плоскости Фурье-

спектра при дифракции плоской волны на СФП, 
показанной на рис. 2а. На рис. 2в показана соот-
ветствующая фаза светового поля в Фурье-
плоскости. Параметры расчета: длина волны 

633λ = нм, 2R = мм, 150f = мм, число отсчетов 

512×512. Из рис. 2б, 2в видно, что в центре кар-
тины дифракции (на оптической оси) имеется 
изолированный ноль интенсивности, фаза вблизи 
которого носит спиральный характер. Также 
видно, что ОВ имеет площадь, примерно равную 
диску Эйри с диаметром 1,22λf/R (пунктирная 
окружность на рис. 2в). 
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Рис. 2 Дифракция Фраунгофера плоской волны на трехуровневой СФП с треугольной апертурой, разделенной на треугольные 
субапертуры: фаза ДОЭ (а), интенсивность (б) и фаза (в) света в Фурье-плоскости (пунктиром показан диск Эйри)

2.2 Квадратная СФП с четырьмя уровнями фазы 

На рис. 3а показана СФП ( 1n = ), ограниченная 
квадратной апертурой, площадь которой разделена 
на четыре квадратные равные субапертуры с фазами 
0 , 2π , π  и 3 2π . Комплексная амплитуда света в 
плоскости Фурье-спектра при дифракции плоской 
волны на СФП (рис. 3а) имеет вид: 
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где ( ) ( )sinc sinx x x= , ( ),ξ η  - декартовы коорди-

наты в Фурье-плоскости, 2a  - сторона квадратной 

апертуры: 2R a= , R  - радиус окружности, в ко-
торую вписан квадрат. При 0ξ →  и 0η →  вблизи 

оптической оси сформируется ОВ и комплексная 
амплитуда будет пропорциональна выражению: 
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или в полярных координатах: 

( ) ( ) ( )
2 3

2 2

1
0, exp

4 2

k R i
E i

f
ρ θ ρ θ

π
 − −

→ ≈  
  

, (6) 

где cosξ ρ θ= , sinη ρ θ= . 
Кроме изолированного нуля интенсивности в 

центре картины дифракции имеется множество 
изолированных нулей, вблизи которых фаза имеет 
сингулярный (винтовой) характер.  

Например, при ξ η= ±  в точках ( )2n fn aξ λ= , 

где 1,2,3,...n = . На рис. 3б показана интенсивность 
картины дифракции Фраунгофера плоской волны на 
СФП (рис. 3а), а на рис. 3в - фаза картины дифрак-
ции. Параметры расчета те же, что и для рис. 2. Не-
смотря на то, что картина дифракции не обладает 
круговой симметрией, вблизи ее центра имеется ма-
лая область (примерно равная диску Эйри), в кото-
рой интенсивность близка к кольцу, а фаза линейно 
зависит от полярного угла. 

 

а   б   в  

Рис. 3 Дифракция Фраунгофера плоской волны на четырехуровневой СФП с квадратной апертурой, разделенной на квадратные 
субапертуры: фаза ДОЭ (а), интенсивность (б) и фаза (в) света в Фурье-плоскости (пунктиром показан диск Эйри)

На рис. 4а показан другой возможный вариант 
разделения квадратной апертуры четырехуровневой 
СФП ( 1n = ) на четыре одинаковых треугольника с 

фазами 0 , 2π , π  и 3 2π . Комплексная амплитуда 
света в плоскости Фурье-спектра при дифракции 
плоской волны на СФП (рис. 4а) имеет вид: 
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где 2R a= . Вблизи оптической оси ( 0ξ → , 

0η → ) сформируется ОВ и комплексная амплитуда 
(7) будет пропорциональна выражению: 
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На рис. 4 показаны рассчитанные интенсивность 
(б) и фаза (в) картины дифракции Фраунгофера от 
четырехуровневой СФП (рис. 4а). Видно, что в цен-
тре картины дифракции в области, примерно равной 
диску Эйри с диаметрм 1.22 f Rλ  имеет место ОВ с 
топологическим зарядом 1. 

a   б   в  

Рис. 4 Дифракция Фраунгофера плоской волны на четырехуровневой СФП с квадратной апертурой, разделенной на треугольные 
субапертуры: фаза ДОЭ (а), интенсивность (б) и фаза (в) света в Фурье-плоскости (пунктиром показан диск Эйри)

2.3 Составная СФП из трех- и 
четырехуровневых СФП 

Так как рассмотренные ранее малоуровневые 
СФП имеют апертуру в виде правильного треуголь-
ника и квадрата, то с помощью них можно форми-
ровать сложные (составные) СФП, присоединяя од-
ну ячейку к другой как в домино. Известно, что с 
помощью правильных 3-х, 4-х и 6-тиугольников 
можно без пропусков и наложений заполнить всю 
плоскость.  

В качестве примера на рис. 5 показаны: составная 
СФП (а), которая получается при объединении четы-
рех квадратных СФП (рис. 4а), повернутых одна от-

носительно другой на 2π  по часовой стрелке; ин-
тенсивность (б) и фаза (в) картины дифракции Фра-
унгофера плоской волны на трехуровневой СФП 
(рис. 5а). Параметры расчета те же, что и на рис. 2 и 
3. Из рис. 5 видно, что в центре картины дифракции 
сформировался ОВ с топологическим зарядом 2n = . 

а   б   в  

Рис. 5 Четырехуровневая составная СФП (а), состоящая из четырех повернутых относительно друг друга на 2π  СФП 

(рис. 4а); интенсивность (б) и фаза (в) Фурье-спектра

На рис. 6а показана трехуровневая составная СФП, 
полученная путем объединения шести одинаковых 
треугольных трехуровневых СФП (рис. 2а) с номерами 

1n = . При таком объединении все СФП оказались по-
вернутыми друг относительно друга на 3π . На 
рис. 6б и 6в показаны интенсивность и фаза картины 
дифракции Фраунгофера при дифракции плоской вол-
ны на трехуровневой СФП (рис. 6а). Из рис. 6 видно, 

что в центре картины дифракции (на оптической оси) 
сформировался ОВ с топологическим зарядом 2n = . 
Хотя вблизи составной СФП (рис. 6а) образуется ОВ с 
топологическим зарядом 4n = , в дальней зоне кар-
тину дифракции в центре формируют периферийные 
участки СФП, а как видно из рис. 6а совокупность 
треугольников, прилежащих к границе апертуры СФП, 
обладает топологическим зарядом 2n = . 
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а   б   в  

Рис. 6 Трехуровневая составная СФП (а), состоящая из шести треугольных СФП (рис. 2а); интенсивность (б) и фаза (в) в 
плоскости Фурье-спектра, при дифракции плоской волны на составной трехуровневой СФП (а) (пунктиром показано 

светлое кольцо картины дифракции) 

 
На рис. 7а показана такая же составная СФП, но 

с исключенными внешними областями.  
На картине дифракции (рис. 7б) кольцо получа-

ется с разрывами, однако при обходе вдоль него фа-
за меняется на 8π  (рис. 7в, область кольца показана 
пунктирной линией), что соответствует топологиче-
скому заряду 4n =  (хотя в центральной части фаза 
соответствует СФП с 2n = ). 

3. Трехуровневая СФП,  
состоящая из трех субапертур 

ОВ вблизи оптической оси можно сформировать 
с помощью СФП, состоящей из трех субапертур с 
постоянными фазами 0 , 2 3π  и 4 3π .На рис. 8а 

показана трехуровневая СФП ( 1n = ), апертура кото-
рой состоит из трех круглых субапертур радиуса 0R .  

 

а   б   в  

Рис. 7 Трехуровневая составная СФП (а), состоящая из шести треугольных СФП, как на рис. 6а, но с исключенными 
внешними областями; интенсивность (б) и фаза (в) в плоскости Фурье-спектра (пунктиром показано светлое кольцо 

картины дифракции, при обходе которого фаза меняется на 8π ) 

а   б   в  

Рис. 8 Трехуровневая трехсубапертурная СФП (а); интенсивность (б) и фаза (в) в плоскости Фурье-спектра 
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Центры трех кругов являются вершинами пра-
вильного треугольника со стороной 02R .  

Комплексная амплитуда света в плоскости 
Фурье-спектра, которая описывает дифракцию 
плоской волны на СФП (рис. 8а), имеет вид: 

( ) 0 0
3 1, 2

exp cos

R kR
E J

f

ikR

f

ρ
ρ θ π

ρ

ρ θ

  = ×  
   

  × +  
  

 

2
exp cos

3 6

4
exp cos ,

3 6

i ikR

f

i ikR

f

π ρ π θ

π ρ π θ

  + − − +  
  

  + + +   
   

 (9) 

где 02 3R R=  - радиус окружности, в которую 
вписан треугольник, образованный центрами трех 
окружностей (рис. 8а). 

Вблизи центра картины дифракции ( 0→ρ ) 
комплексная амплитуда (9) будет пропорциональна 
выражению, описывающему ОВ с топологическим 
зарядом 1n = : 

( ) ( )
2 3

3 2

3
0, exp

8

i k R
E i

f

πρ θ ρ θ
  → ≈   

   
. (10) 

На рис. 8б и 8в показаны рассчитанные интен-
сивность и фаза в плоскости Фурье-спектра, кото-
рые формируются при дифракции плоской волны на 
СФП (рис. 8а). Из рис. 8 видно, что вблизи оптиче-
ской оси в круге диаметром, близким к диаметру 
диска Эйри, формируется ОВ с 1n = . 

4. Заключение 

Рассмотрены трех- и четырехуровневые СФП с  
апертурами в форме треугольника или квадрата, а 
также трехуровневая СФП, состоящая из трех 
круглых субапертур. Для описания дифракции 
Фраунгофера плоских волн на таких простых ДОЭ 
получены аналитические выражения. Численно 
показано, что вблизи оптической оси или в центре 
картины дифракции Фраунгофера в области, при-
мерно равной диску Эйри, формируется оптиче-
ский вихрь с топологическим зарядом 1. Также 
численно показано, что составные СФП, набран-
ные из 6 или 4 таких трех- и четырехуровневых 
СФП, могут формировать оптические вихри с то-
пологическим зарядом 2 и 4. 
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THREE- AND FOUR-LEVEL SPIRAL PHASE PLATES 
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Abstract 

We analytically and numerically demonstrate that an optical vortex with topological charge 1 is 
formed near an optical axis or at the center of the Fraunhofer diffraction pattern, in domain ap-
proximately equaled to the Airy disk, during plane-wave diffraction at three- and four-level spiral 
phase plates (SPP), with triangle and square apertures. Composite SPPs assembled from six or four 
of these three- and four-level SPPs may build up optical vortices with topological charges 2 and 4. 

Keywords: multilevel (quantized) spiral phase plate, optical vortex, topological charge, triangle 
aperture. 
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